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Re´sume´ : Dans ce court article, nous exposons deux re´sultats. Le premier
donne une preuve nouvelle de la surjectivite´ dans le the´ore`me de restriction
de Chevalley ; elle se base sur l’utilisation des ope´rateurs de Dunkl. Le sec-
ond re´sultat de´crit pre´cise´ment l’image par l’homomorphisme de restriction
dans le cas des alge`bres de Takiff. On e´tend ces re´sultats pour les espaces
syme´triques de Takiff.
Abstract : We use Dunkl’s operators to give an elementary proof of the
surjectivity in the Chevalley’s restriction theorem. In the second part of this
article we describe the image of the invariants by the restriction map in the
case of Takiff algebras. We extend this result to Takiff symmetric spaces.
AMS Classification : 17B, 22E, 57S
1 Espaces syme´triques et ope´rateurs de Dunkl
1.1 Ope´rateurs de Dunkl
Soit G un groupe de Lie semi-simple re´el a` centre fini et K un sous-groupe
compact maximal. On note g l’alge`bre de Lie de G, k celle de K et g = k⊕ p
la de´composition de Cartan associe´e. Soit a un sous espace de Cartan dans
p, ∆ le syste`me de racines associe´, Σ le syste`me des racines indivisibles de ∆
et W le groupe de Weyl. On note S[p] et S[a] les alge`bres syme´triques de p
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et a. On note S[p]K les e´le´ments K−invariants de S[p] et S[a]W les e´le´ments
W−invariants de S[a]. On notera par S(p) (resp. S(a)) le corps des fractions
de S[p] (resp. S(a)) et par S(p)K (resp. S(a)W ) les fractions K-invariantes
(resp. W -invariantes).
La de´composition, via la forme de Killing, p = a⊕ a⊥ permet de de´finir
l’homomorphisme de restriction de S[p]K dans S[a]W .
Pour α ∈ Σ on note rα la re´flexion par rapport a` la coracine Hα c’est a`
dire que l’on a
rα(H) = H −
2α(H)
α(Hα)
Hα.
On note aussi kα =
1
2
(mα +m2α) avec mα la multiplicite´ de la racine α.
Pour ξ ∈ a on de´finit Tξ l’ope´rateur de Dunkl [1] sur a par :
Tξ = ∂ξ +
1
2
∑
α∈Σ
kαα(ξ)
1− rα
α(.)
.
Alors Tξ est bien de´fini sur les fonctions polynomiales sur a ; il est de degre´−1.
Ces ope´rateurs ont des proprie´te´s remarquables que nous re´sumons (cf. [1], [4]).
1. Ils commutent deux a` deux, ce qui permet de de´finir p(T ) pour p dans
l’alge`bre syme´trique S[a]. Ce point est assez difficile et est duˆ a` Dunkl
(d’autres de´monstrations existent dues a` Opdam et Heckman).
2. Pour p ∈ S[a]W , l’ope´rateur p(T ) est un ope´rateur diffe´rentiel dans
l’espace des fonctions W -invariantes. Ce point est clairement facile.
3. Pour P un e´le´ment de S[p]K on note ∂(P ) l’ope´rateur diffe´rentiel K-
invariant sur p associe´, alors la partie radiale de ∂(P ) est e´gale a` l’action
de p(T ) sur les e´le´ments W -invariants, ou` p est est la restriction de P
a` a. Ce point se de´montre en ve´rifiant la formule pour le laplacien L
sur p par un calcul direct, puis en utilisant la formule suivante pour P
homoge`ne de degre´ n
1
2nn!
adn(L)(P ♯) = ∂(P )
ou` P ♯ est la fonction polynomiale sur p correspondant a` P (via la forme
de Killing). On en de´duit que l’on a
Rad∂(P ) =
1
2nn!
adn(ℓ(T ))(p♯)
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sur les fonctions W− invariantes sur a (on a note´ ℓ = Res(L)). Puis
pour les meˆmes raisons on a
1
2nn!
adn(ℓ(T ))(p♯) = p(T ).
1.2 Surjectivite´ de la restriction de Chevalley
The´ore`me 1 (Chevalley). L’application de restriction de S[p]K sur S[a]W
est un isomorphisme.
La partie difficile du the´ore`me est dans la surjectivite´. En effet il est facile
de voir que la trace des K-orbites ge´ne´riques sur a forment des W -orbites.
Il en re´sulte d’une part l’injectivite´ de l’application de restriction et d’autre
part l’isomorphisme par l’homomorphisme de restriction au niveau des corps
de fractions : S(p)K ≈ S(a)W (cf. paragraphe 2.2 pour des conside´rations
similaires plus ge´ne´rales).
Voici un argument e´le´mentaire utilisant les ope´rateurs de Dunkl.
Notons R l’image de l’alge`bre S[p]K par l’application de restriction de
Chevalley. C’est une sous-alge`bre de S[a]W .
Il existe un produit scalaire (positif, non de´ge´ne´re´) sur S[a] donne´ par la
formule
〈p, q〉 = p(T )(q)(0).
Cette formule de´finit encore un produit scalaire pour toutes les multiplicite´s
positives (cf. [5]). Les ope´rateurs de Dunkl sont e´quivariants par rapport a`
l’action deW et la restriction de ce produit a` S[a]W est encore non de´ge´ne´re´e
et positive.
Lemme 1. La restriction re´alise une isome´trie entre l’espace S[p]K muni du
produit de Fischer et l’espace R muni du produit scalaire de Dunkl.
Preuve : Pour P,Q dans S[p]K il suffit de remarquer que l’on a
〈p, q〉 = P (∂)(Q)(0),
avec p, q les restrictions de P,Q. Cela re´sulte de la de´finition de la partie
radiale de l’ope´rateur P (∂) et de la proprie´te´ 3 du paragraphe pre´ce´dent.
Comme le produit de Fischer est non de´ge´ne´re´ et positif sur S[p]K on en
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de´duit le re´sultat.
Notons R⊥ l’orthogonal de R dans S[a]W pour le produit scalaire de
Dunkl. On a donc
R⊕ R⊥ = S[a]W .
Il re´sulte de la de´finition de ce produit que l’adjoint de Tξ (ξ ∈ a) est
l’ope´rateur de multiplication par ξ. Par ailleurs R est stable pour l’action
de p(T ) pour p ∈ R, car S[p]K est stable par l’action des ope´rateurs ∂(P ), on
en de´duit que R⊥ est stable pour la multiplication par p ∈ R : c’est le point
cle´ de notre argument.
Tout e´le´ment de S[a]W peut eˆtre remonte´ en une fraction K invariante
sur p. C’est le coˆte´ facile de l’isomorphisme de Chevalley. On sait meˆme que
c’est une fraction bien de´finie pre`s des e´le´ments semi-simples re´guliers. Ces
e´le´ments sont de´finis par l’ine´galite´ π 6= 0 avec π le polynoˆme K−invariant
coefficient du monoˆme de plus bas degre´ en T obtenu dans le de´veloppement
de detp(ad
2(X)− T ).
Terminons notre preuve du the´ore`me de Chevalley.
Soit p ∈ R⊥ et notons F la fraction K−invariante correspondante. Alors
pour tout r ∈ S[p]K non nul, rF est une fraction qui n’est pas un polynoˆme,
car R⊥ est stable par multiplication par R. Ceci est absurde, car la fraction
F est bien de´finie sur les e´le´ments tre`s re´guliers donc il existe une puissance
πN telle que πNF soit un polynoˆme. On en de´duit que R⊥ est nul et donc
que l’homomorphisme de restriction est surjectif.
2 Alge`bres de Takiff
2.1 Rappels sur les alge`bres de Takiff
Soit g une alge`bre de Lie re´ductive sur C de dimension finie. On suppose
que g est l’alge`bre de Lie d’un groupe affine re´ductif connexe G. Posons gm
pour m ∈ N l’alge`bre de Lie de Takiff ge´ne´ralise´e [3] de´finie par
gm = g⊗
(
C[T ]/Tm+1
)
.
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C’est une alge`bre de Lie alge´brique dont un facteur re´ductif est isomorphe a`
g et le facteur unipotent est (g⊗ T )⊕ · · · ⊕ (g⊗ Tm). Concre`tement on a
[X ⊗ T i, Y ⊗ T j ] = [X, Y ]⊗ T i+j
si i+ j ≤ m et 0 sinon. Ces alge`bres sont e´tudie´es dans [8] et [3]. On notera
Gm un groupe affine connexe d’alge`bre de Lie Gm. Ce groupe a un facteur
re´ductif isomorphe a` G.
L’alge`bre des invariants S[gm]
gm est une alge`bre de polynoˆmes de´crite
dans [8] et engendre´e par les de´rive´es d’ordre infe´rieur a` m des invariants
e´le´mentaires de S[g]g.
2.2 L’homomorphisme de restriction pour les alge`bres
de Lie alge´briques
Pour toute alge`bre de Lie g alge´brique, c’est a` dire l’alge`bre de Lie d’un
groupe alge´brique affine connexe G (non ne´cessairement re´ductif) M. Duflo a
de´fini un homomorphisme de restriction ge´ne´ralisant celui de Chevalley. Pour
f ∈ g∗ notons g(f) le noyau de la forme biline´aire alterne´e associe´e a` f , c’est
aussi l’annulateur de f pour l’action coadjointe. Lorsque f est re´gulier g(f)
est abe´lien et on note sf son tore maximal. On dira que f est ge´ne´rique si sf
est de dimension maximal (parmi les f re´guliers). Tous ces tores ge´ne´riques
sont conjugue´s, ce sont les sous-alge`bres de Cartan-Duflo. Notons s un tel
tore et go son centralisateur dans g. NotonsM
′ le normalisateur de s dans G.
Alors l’homomorphisme de restriction ge´ne´ralisant celui de Chevalley dans
le cas re´ductif est l’application naturelle de S[g]g dans S[go]
go de´duite de la
de´composition
g = go ⊕ [s, g].
C’est une application injective a` valeurs dans S[go]
M ′. Notons S(g) le corps
des fractions de S[g] alors on a l’e´galite´ suivante S(g)G ≈ S(go)
M ′ . Cette
e´galite´ re´sulte du fait que pour f ∈ g∗o ge´ne´rique, on a G · f ∩ g
∗
o = M
′ · f .
En ge´ne´ral l’homomorphisme de restriction n’est pas surjectif.
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2.3 Description de l’image par la restriction dans le
cas Takiff
Dans cet article on va s’inte´resser, lorsque g est re´ductive, a` cet homomor-
phisme de restriction de restriction dans le cas des alge`bres g1 = g⊕ g⊗ T ,
dite alge`bre de Takiff.
Il existe une forme biline´aire invariante non de´ge´ne´re´e (mais non positive)
sur g1 donne´e par
〈X ⊗ T ǫ, Y ⊗ T 1−ǫ〉 = K(X, Y )
avec K la forme de Killing sur g (si g est re´ductive on prolongera la forme
de Killing en une forme non de´ge´ne´re´e sur g). On identifiera alors g1 avec
son dual. Pour f ∈ g∗1 on notera xf l’e´le´ment correspondant dans g1 ; la
sous-alge`bre g(f) est e´gale alors au centralisateur de xf .
Par ailleurs xf = xo+x1⊗T est re´gulier si et seulement si xo est re´gulier
dans g [8]. Pour f ge´ne´rique on aura xo ge´ne´rique dans g c’est a` dire semi-
simple re´gulier.
On en de´duit que les sous-alge`bres de Cartan-Duflo sont conjugue´es a`
h ⊕ h ⊗ T ou` h de´signe une sous-alge`bre de Cartan de g. Par conse´quent
le normalisateur dans G1 s’identifie au normalisateur dans G c’est a` dire le
groupe de Weyl W . L’homomorphisme de restriction a` la Chevalley de
S[g1]
g1 → S[h1]
W
est donc un isomorphisme au niveau des fractions rationnelles. L’alge`bre
S[h1]
W n’est pas une alge`bre de polynoˆmes, contrairement a` S[h]W . L’homo-
morphisme de restriction dans cette situation n’est pas en ge´ne´ral surjectif1.
Les racines de la de´composition de g1 sous l’action de h1 sont les exten-
sions par 0 des racines α ∈ ∆(g, h) a` h1. On les note encore αˆ. On a alors
pour tout H1 +H2 ⊗ T ∈ h1,
〈Hα ⊗ T, H1 +H2 ⊗ T 〉 = αˆ(H1 +H2 ⊗ T ) = α(H1),
1Notons toutefois qu’un re´sultat de Joseph, assure que l’homomorphisme de restriction
est surjectif de S[g1]
g (action diagonale) sur S[h1]
W . Cette restriction n’est cependant pas
injective.
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avec Hα la coracine de α dans h. La coracine de αˆ est donc Hα ⊗ T et on a
αˆ(Hα ⊗ T ) = 0,
c’est a` dire que dans notre situation les racines sont de carre´ nul. Dans [6],
pour le traitement de l’isomorphisme de Chevalley dans le cas des alge`bres de
Kac-Moody ou dans le cas des super-alge`bres, l’existence de racines de carre´
nul ajoute, dans la description de l’image des invariants par l’homomorphis-
me de restriction, une condition sur les de´rive´es. Plus pre´cise´ment on a ici le
re´sultat suivant.
Pour X ∈ g1 notons par δ(X) la de´rivation dans S[g1] donne´e sur g1 par
δ(X)(Y ) = 〈X, Y 〉.
Remarquons alors que δ(Hα ⊗ T ) correspond a` l’ope´rateur αˆ agissant par
de´rivation. Pour α ∈ ∆ notons encore par rα l’action diagonale de la re´flexion
de W associe´e a` α.
The´ore`me 2. Soit p ∈ S[h1]. Alors p est dans l’image de l’homomorphisme
de restriction de Chevalley si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :
1- p est invariant par la rα pour tout α ∈ ∆
2- (Hα ⊗ T )
n divise δn(Hα ⊗ T )p pour tout n ∈ N.
Preuve : Le re´sultat est vrai pour g = sl(2) car on a alors
ResS[g1]
g1 = C[(Hα ⊗ T )
2, Hα(Hα ⊗ T )].
On montre d’abord que les conditions sont ne´cessaires :
La premie`re condition est claire d’apre`s le paragraphe pre´ce´dent. La
deuxie`me se montre par re´duction classique au cas sl(2). Soit ho ∈ h tel
que l’on ait α(ho) = 0 et β(ho) 6= 0 pour β racine non proportionnelle a`
α. Le centralisateur de ho dans g1 est la somme directe (comme ide´aux)
d’une partie abe´lienne et d’une alge`bre de Takiff associe´e a` un sl(2) triplet.
Comme l’homomorphisme de restriction se factorise par ce centralisateur, on
en de´duit la condition 2 du the´ore`me.
Montrons que cette condition est suffisante. On raisonne par re´currence
sur la dimension de g.
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Soit p ve´rifiant les deux conditions. Alors p s’e´tend en une fraction F
qui est G1-invariante et de´finie sur les e´le´ments ge´ne´riques ; c’est toujours la
partie facile du the´ore`me de restriction re´sultant du fait que les G1-orbites
ge´ne´riques ont pour traces des W -orbites (action diagonale). Sans perte de
ge´ne´ralite´ on peut supposer que g est en fait semi-simple. Montrons que F est
partout de´finie, ce qui montrera que F est un polynoˆme. Soit f ∈ g∗1 et notons
xf l’e´le´ment correspondant dans g1. Soit xf = xs + xu la de´composition de
Jordan de xf . Supposons que l’on ait xs 6= 0. Comme tous les e´le´ments semi-
simple de g1 sont conjugue´ par G1 a` un e´le´ment de h, on peut supposer sans
perte de ge´ne´ralite´ que l’on a xs ∈ h. Notons m le centralisateur de xs dans
g, il vient que le centralisateur dans g1 vaut m1 = m⊕m⊗T . L’alge`bre m est
re´ductive de dimension strictement infe´rieure a` celle de g et on a xf ∈ m1.
Notons Fm1 la restriction de F a` m1, qui est bien de´finie car on a h1 ⊂ m1.
L’hypothe`se de re´currence assure que Fm1 est un polynoˆme, car les conditions
e´nonce´es portent sur les objets lie´s a` m. Or l’application naturelle de
G1 × (m1)
∗ → g∗1
est une submersion en f donc F est bien de´finie en f . Reste a` e´tudier le
cas des e´le´ments nilpotents. Cet ensemble vaut Ng + g ⊗ T ou` Ng de´signe
les e´le´ments nilpotents de g. Cet ensemble ne constitue pas une sous-varie´te´
de codimension 1 sauf dans le cas sl(2), que l’on a de´ja` e´tudie´. D’apre`s le
principe de Hartogs F est donc un polynoˆme. ✷
Corollaire 1. Comme dans le the´ore`me de Harish-Chandra, on de´duit de
la proposition un re´sultat analogue pour le centre de l’alge`bre enveloppante
de g1.
Remarque 1. Pour l’alge`bre de Takiff ge´ne´ralise´e sl(2)2 il n’est pas difficile
de voir l’image par l’homomorphisme de restriction est engendre´e par
(H ⊗ T 2)2, (H ⊗ T 2)(H ⊗ T ), (H ⊗ T )2 + 2H(H ⊗ T 2).
Les conditions e´nonce´es dans le the´ore`me 2 ne sont donc pas suffisantes dans
ce cas pour de´crire l’image.
2.4 Cas des paires syme´triques de Takiff
Soit (g, θ) une paire syme´trique re´ductive et de´finie sur C. L’involution
θ est obtenue par extension a` C d’une involution de Cartan sur une forme
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re´elle de g. On notera g = k⊕p la de´composition relativement a` θ. On appelle
θ-rang la dimension d’un sous-espace de Cartan dans p.
On e´tend l’involution θ a` g1 = g⊕ g⊗ T de manie`re e´vidente ; on note θ1
une telle extension et e´crit g1 = k1⊕p1 pour la de´composition associe´e. Alors
la paire (g1, σ1) sera appele´e paire syme´trique de Takiff. Plus ge´ne´ralement
on pourra e´tendre θ a`
gn = g⊕ · · · ⊕ g⊗ T
n = kn ⊕ pn,
on parlera alors de paires syme´triques de Takiff ge´ne´ralise´es.
L’involution θ se remonte a` G (groupe re´ductif affine connexe). On note
Kθ le sous-groupe des points fixes et K sa composante irre´ductible. Les
groupes K et Kθ diffe`rent d’un groupe fini d’e´le´ments d’ordre 2 ([7] § I.1
prop. 1).
Les groupes K et Kθ agissent sur S[p], l’alge`bre syme´trique de p. D’apre`s
[7] § I.4 prop. 10 on a
S[p]k = S[p]K = S[p]Kθ .
On ge´ne´ralise sans peine les re´sultats de Rais-Tauvel sur la description
des invariants S[p1]
k1 (resp. S[pn]
kn), graˆce aux re´sultats de Kostant-Rallis
sur les espaces syme´triques [7].
La description des invariants par le groupe K (Kθ) et l’existence d’une
transversale de Kostant pour les Kθ-orbites ([7] §II.3), assure l’extension des
arguments et les re´sultats de [8], notamment le lemme 3.5 et le the´ore`me 4.5.
En particulier l’alge`bre des invariants S[pn]
kn forme une alge`bre de polynoˆmes
engendre´e par les de´rive´es des ge´ne´rateurs de l’alge`bre S[p]k.
Remarquons que les paires de Takiff de θ-rang 1, ont de´ja` e´te´ rencontre´es
dans [9] §2.4.2.
Dans le cas des paires syme´triques de Takiff sur C, les arguments de´velop-
pe´s dans cet article assurent sans peine l’extension du the´ore`me 2 au cas des
espaces syme´triques de Takiff. Principalement on remplace les sous-alge`bres
de Cartan par le sous-espace de Cartan et sl(2) est remplace´ par les paires
syme´triques de θ-rang 1.
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En effet la re´duction proce`de du meˆme principe, on raisonne par re´currence
sur le rang de la paire syme´trique de Takiff. Comme dans la preuve du
the´ore`me 2 on conside`re le centralisateur d’un e´le´ment Ho d’un sous-espace
de Cartan ve´rifiant α(Ho) = 0 (pour α une racine re´duite) et β(Ho) 6= 0
pour β toute racine non proportionnelle a` α. Le centralisateur de Ho nous
rame`ne a` une paire syme´trique de Takiff de rang 1. L’image par l’homomor-
phisme de restriction dans ce cas la` a encore pour image (avec les notations
du the´ore`me 2)
(Hα ⊗ T )
2, Hα(Hα ⊗ T ).
La re´currence peut donc s’amorcer et le reste des arguments est identique,
y compris l’argument sur la co-dimension des e´le´ments nilpotents car pour
une paire syme´trique re´ductive sur C les e´le´ments nilpotents forment encore
une varie´te´ de codimension e´gale au rang ([7] §I.4 th. 3 ).
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